Глава 1. ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ

§1.Элементы теории множеств
Множество-это совокупность объектов определенной природы.

Для обозначения множеств используют заглавные буквы A,B…,

для обозначения  элементов множеств используют прописные буквы

a,b…

a 
[image: image795.png]5




 A(a  принадлежит множеству A)

а 
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 А(a не  принадлежит множеству A)

Существуют стандартные обозначения:
[image: image3.wmf]
N -множество натуральных чисел

Z -множество целых чисел 

Q -множество рациональных чисел 

R -множество действительных чисел 

C -множество комплексных чисел
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-пустое множество 

Если множество А
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 В, то А
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В(А является подмножеством В)

Если А
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В и В
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А ,то А=В

1.Сложение множеств

 Сложением двух множеств A
[image: image9.wmf]U

B является множество, которое состоит из всех элементов  
[image: image10.wmf]Î

  А или 
[image: image11.wmf]Î

  В
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В теории множеств действует правило сложения: если элемент a
[image: image15.wmf]Î

A может быть выбран k способами, а b
[image: image16.wmf]Î

 В – c способами ,то элемент “ a или b ”  может быть выбран  k+c способами.

Пусть А и В конечные множества(содержат конечное число элементов) и 

n(A)=n A   , n(B)=n B , A
[image: image17.wmf]I

B=
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n(A
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B)= n A + n B    

если множества А и В пересекаются A
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B
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, то

n(A
[image: image23.wmf]U

B)= n A + n B - n(A
[image: image24.wmf]I

B)   -формула перекрытия

пример 1:

n(A)=9 , n(B)=8
n(C)= n(A
[image: image25.wmf]U

B)=9+8-3=14               [image: image26.png]



пример 2:

n(A)=6 , n(B)=7 , n(C)=7                   

n(A
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B
[image: image28.wmf]U

C)= n A + n B  +n C – n(A
[image: image29.wmf]I

B)- n(A
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C)- n(B
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C) + n(A
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B
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C)=

=6+7+7-2-2-2+1=15

[image: image34.png]



2.Разность множеств

Разностью двух множеств A \ B=C является множество состоящее из тех элементов А, которые 
[image: image35.wmf]Ï

 В
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A
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B=
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[image: image39.wmf]Þ

   A \ B=A
3.Произведение(пересечение) множеств

[image: image40.png]


           если A
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B
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Введем понятие декартово произведения  двух множеств

 пусть А и В  

А={a1,a2,…,am},

B={b1,b2,…,bn}

A
[image: image44.wmf]*

B  - декартово произведение это тоже множество состоящее из                 

             всевозможных пар (a i , b j), i
[image: image45.wmf]Î

 (1…m), j
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 (1…n) 
количество таких пар равно m 
[image: image47.wmf]*

 n
это правило обобщается на любое число конечных множеств

A1, A2,…, A k

n1, n2,…, n k

A1* A2*…* A k состоит из всевозможных наборов длинной k.

Введем понятия дополнения к множеству 

Если A
[image: image48.wmf]Î

 U, то U \ A = (А – дополнение к множеству А

A 
[image: image49.wmf]U

(А=U
Множество А называют счетным, если его элементу можно поставить в соответствие натуральное число или пронумеровать его элементы.

Счетные множества могут быть как конечные, так и бесконечные .

§2. Основные правила комбинаторики

Комбинаторика-раздел математики, который решает задачи о выборе и размещении элементов некоторого множества. Древнейшей задачей комбинаторики была задача о магическом квадрате - расстановка первых n2

Натуральных чисел по строкам и столбцам квадрата, так чтобы сумма чисел по вертикали, горизонтали и диагонали была одинакова(постоянна)

4  9  2

3  5  7

8  1  6

Действуют те же правила сложения и умножения.

Правило сложения: если A1, A2,…, A m не зависимы, причем  A1 можно выполнить K1 способами,  A2 – K2 способами,…, A m   - Km способами,

то

A1
[image: image50.wmf]U

 A2
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… 
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A m   можно выполнить K1 +K2 +…+Km  способами

В случае……

Если A1 можно выполнить K1 способами,  A2 – K2 способами,…, A m   - Km способами, то

A1
[image: image53.wmf]U

 A2 = A1*A2   можно выбрать K1*K2   способами

пример 1:

Найти количество четных трехзначных чисел состоящих из цифр 0,1,2,3,4,5,6

[image: image1.wmf]Î


A2* A1* A0 = A2*100 + A1*10 + A0

6*7*4

пример 2:

В розыгрыше принимают участие 18 номеров. Определить количество вариантов распределения 1,2 и 3 мест

1         2         3
18      17       16

Количество вариантов = 18*17*16

§3. Основные задачи комбинаторики

При выборе  m  элементов из n элементов мы имеем дело с соединением m элементов из n элементов.

В комбинаторике различают 3 вида соединения:

[image: image794.png]


                                       без повтора

 размещение 

                                 с повтором

                                         без повтора

 перестановка   

                                    с повтором

                                      без повтора

 сочетание  

                                 с повтором

 Размещение-соединение m элементов из n  ….. либо порядком ,либо составом

Рассмотрим задачу о числе размещений без повтора, то есть  каждое соединение не содержит одинаковых элементов

Такие соединения мы выбираем из n различных элементов и m ≤n
Число таких размещений    A
[image: image54.wmf]m

n


m мест, на первое место элементы можно поставить n способами, на второе (n-1)способами,…,на последнее (n-m+1)

A
[image: image55.wmf]m

n

 = n(n-1)(n-2)…(n-m+1)

A
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пример 1:

Найти количество семизначных телефонных номеров без повтора цифр

A
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=
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=4*5*6*7*8*9*10=604800

пример 2:
выпишем все размещения с повтором из a,b,c,d по 2

(ab),(ba),(ac),(ca),(ad),(da),(bc),(cb),(bd),(db),(cd),(dc)


[image: image62.wmf]!

2

!

4


(aa),(bb),(cc),(dd)

Для  количества размещений с повтором используем Ã
[image: image63.wmf]m

n


Ã
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4

=16= 4 2
m=k   A
[image: image65.wmf]k

n

 =n k

m=k+1   A
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для размещения с повтором 

m<n , m=n ,m >n
пример 3:
Буквы азбуки Морзе(· ─) n=2.Найти количество возможных букв, при условии, что каждая состоит не более чем из 5 символов.

Каждая буква-размещение с повтором

 Ã
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2

=2         Ã
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=4          Ã
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 =8              Ã
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Перестановка
Соединение n конечных  элементов и отличающихся только порядком, называется перестановкой без повтора.

Перестановка без повтора- размещение из n по m
P 
[image: image72.wmf]m

n

= A
[image: image73.wmf]k

n

 =n!

Введем понятие перестановки с повтором
     n1-1го типа

     n2-2го типа

n1 + n2 +…+n k  =n

P n (n1 ,n2, …,n k )= 
[image: image74.wmf]!
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Найдем количество таких перестановок. Возьмем каждую перестановку с повтором

n1 !

n2 !

…

n k  !

P n (n1 ,n2, …,n k )=n!

пример 4:

Сколько различных гирлянд можно составить из 3 зеленых и 5 красных лампочек? 

n1=3

n1=5

n1=8

P8(3,5)= 
[image: image75.wmf]!
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Сочетание

Соединение m элементов выбранных из n различных элементов и отличающимися только составом называют сочетанием без повтора из m по n
C
[image: image76.wmf]m

n


Если в каждом соединении выподает всего перестановки, то получим число размещений без повтора

P m  C
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пример 4:

Составить сочетания из 4 элементов без повтора a,b,c,d
ab, ac, ad, bc, bd, cd

C
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4
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Свойства сочетаний

1.С
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2.Рекурентная формула

С
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Треугольник Паскаля
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Сочетание называется биномиальными, так как они являются коэффициентами  разложения бинома Ньютона

(а+b)2=a n +n*a n-1 *b+
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 Коэффициенты бинома Ньютона обладают симметрией относительно       середины этого ряда

Сочетание с повтором 

Сочетание  из n элементов по  m с повтором называется соединения содержащие m элементов, причем каждый элемент может входить любое число раз не более m (порядок элемента в таких соединениях не имеет значения)  
 пример 1:
Составить из двух элементов a и b сочетания по 3 элемента

aaa, bbb, aab, abb
В таких сочетаниях m может принимать любые значения. Таких сочетаний с повтором 

С
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пример 2:
В кондитерской имеются пирожные 5 типов. Сколько различных наборов можно составить из четырех пирожных.

Если в наборах будут различные пирожные, то число таких наборов будет

С
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А если в наборах будут одинаковые пирожные, то число таких наборов будет  

С
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Глава 2. Случайные события.

Введение


Возникновение теории вероятности, как раздела математики, относится к 17 веку и связано с именами Ферма, Бернулли, Гюйгенса. Первоначально вопросом теории вероятности было изучение массовых явлений на основе карточных игр, страхования. Эти задачи решались с применением комбинаторики и арифметики. С развитием в теории вероятности возникают теория стрельб, теория ошибок, проблемы статистики, требующие развития математического аппарата. В теории вероятности появляется дифференциальное и интегральное исчисление. Эти разделы теории вероятности связаны с именами Гаусса, Лапласа, Чебышева, Маркова.


За последние десятилетия возникли новые разделы: теория надежности, теория игр, теория массового обслуживания.

§1.Основные понятия теории вероятности.

1.Достоверные, невозможные и случайные события.
Событие – всякий факт, который может произойти или нет при испытании (опыте).

Пример: Кидают игральную кость. Событие – выпадение четного числа. Каждое событие имеет вероятность, то есть каждое событие можно связать с числом, показывающим вероятность появления данного события.

При кидании кости степень возможности выпадения четного числа равна 50% или 1/2.
Степень возможности называется вероятное события, если события обозначаются заглавными буквами ( А,В,С, D ), то события обозначаются Р(А), Р(В).
Установим меру достоверности события.
Введем понятие достоверности события U и определим его вероятность Р( U ) =1.
Введем понятия невозможного события (если в результате испытаний события никогда не произойдет).

При бросании монеты она никогда не встанет на ребро и вероятность события = 0. Р(О)=0

Тогда событие которое может произойти или не произойти в результате испытаний называется случайными, а его вероятность 0<Р(А)<1.

U є Ø є {А}

Р є [0,1]

2.Непосредственный расчет вероятностей. Классическое определение.
Введем понятие полной группы событий.

Событие А1,А2…Аn образует полную группу, если в результате испытаний происходит хотя бы одно из них.
При бросании монеты у нас есть 2 события: 
А1 –выподения герба

 
А2 –выподения цифры 






 
Они образуют полную группу.

При бросании кости:

А1 –выподения 1 очка

А2 –выподения 2очков

………………………..

А6 –выподения 6 очков

А1………А6 – образуют полную группу.

 –несовместные события
События А1, А2…..Аn называется несовместимым, если в результате испытания 2 из них не могут произойти одновременно. В перечисленных примерах события совместны.

 –равновозможные события
События А1, А2…..Аn называются равновозможными, если не одно из них не может произойти с большей возможностью, чем другие. 
В первых примерах события равновозможные.
Если события А1, А2…..Аn:
1)образуют полную группу

2)попарно несовместимую

3)равновозможные, то они называются случайными.

Если опыт сводится к схеме случаев, то возможен непосредственный подсчет вероятности. 

Введем понятие благоприятного случая.
Случай благоприятно событию А, если вслед за ним появляется событие А, и неблагоприятно в противном случае. Если опыт распадается на n возможных случаев из которых ровно m благоприяты событию А, то вероятность этого события Р(А)=m /n.
n – общее число исходов.
m – благоприятное число исходов.

Классическое определение вероятности.

Пример: В урне находится : a белых шаров и b черных. Из урны достают 10 шаров. Найти вероятность того, что достанут 3 белых и 7черных шаров.

a ≥ 3; b ≥ 7
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3.Статистическая вероятность.
Не всегда опыт сводится к системе случаев(вероятность заморозков)
Для подобного события вводим понятие относительной частоты события:
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n –число наблюдений
где m – число появляющихся событий А. 
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 – случайная величина, но если 
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 приобретает устойчивость и стремится к 
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 из (0,1)

Это число и является статистической вероятностью для события А.
Например: стрелок поражает мишень в каждой серии из 100 выстрелов в пределах [85, 90] => вероятность попадания 0,8 <
[image: image139.wmf]m

< 0,9.
4)Геометрическая вероятность.

Классическое определение вероятности не подходит к испытанию с конечным числом исходов.
Например: На отрезке (а,b) длиной L вероятность попадания в участок длины l.
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Вероятность такого события определяется как
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Вероятность попадания в некоторую часть области пропорционально мере этой области и не зависит от расположения этой части.

§2.Алгебра событий.

Как уже отмечалось в теории вероятности используемая символика теории множеств.

Если событие А влечет за собой событие В, то говорится, что А с В.

Например:

события А выпадение 2 при броске игральной кости.
события В выпадение четного числа при броске игральной кости = >А с В

Равносильные события – события, если А с В и В с А

А – выпадение 6

В выпадение максимального числа очков.

Событие состоящее в одновременном появлении А и В называется их произведением. АВ или А∩В, произведение или пересечение событий.
Например:
А – появление дамы.
В – появление пиковой масти 
С – появление дамы пик.

С=А В
Если события А и В несовместимы, то АВ=Ø => Р(АВ)=0

Суммой двух событий А + В или А U В называется событие С, состоящее в том, что появляется хотя бы одно из событий А или В.

Для событий А1, А2…..Аn их объединение С состоит в появлении хотя бы одного из них.

А1 –бубновая масть

А2 –червовая масть

С= А1 + А2 – красная масть.

Разность двух событий.

А – В или А / В

А – произойдет, а В – не произойдет.

Введем понятия противоположных событий. События А и Ā называется противоположными, если в результате опыта произойдет только одно из них.

А Ā=U
Промах и поражение мишени.

§3.Теорема сложения.

Рассмотрим событие А, состоящее в наступлении В или С

А= В U С, причем В ∩ С = 0.В и С – несовместные события.

Имеет место теории сложения.
Вероятность появления события А равна вероятности появления события В плюс вероятность появления события С.

Доказательство теоремы проведем для схемы случая.

Пусть событию В благоприятны L случаев, а С – К случаев из n, тогда события В+С благоприятны L + К случаев.
Р(А) = Р(В + С) =l/n+ k/n=(l + К)/n=Р(В) + Р(С)

Р(В)=l/n
Р(С)=k/n
Следствие 1. Если событие А представить в виде суммы А1 + А2 +….+Аn, где Аi ∩ Аj =Ø, для i ≠ j, то А есть сумма попарно несовместных событий. 
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Следствие 2. Если А и Ā противоположные события А + Ā = U, то Р(А)=1 – Р(Ā)

Доказательство:

Рассмотрим вероятность Р(А + Ā) =Р(U)=1, но Р(А+Ā)=Р(А)+Р(Ā) => Р(А)+Р(А)=1 или Р(А)=1 – Р(Ā)
Теорема сложения для совместимых событий. 
Пусть события В и С совместимы. ВС ≠ Ø, тогда Р(А) =Р(В + С) = Р(В) +Р(С) – Р(ВС).
Пусть событию В благоприятны nB случаев, события С благоприятны nC случаев => B+C = nB + nC – nBC  – формула перекрытия из комбинаторики.
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Теорема сложения распр. на любое конечное число пересекающихся событий.

Р(А)=Р(В+С+D)=Р(В)+Р(С)+Р(D)–Р(ВС)–Р(ВD)–P(DС)–Р(ВСD)
nB=7

nC=7

nD=8

nBC=2

nBD=2

nCD=2

nBCD=1

nA=17=7+7+8-2-2-2+1

§4.Теорема умножения.

1. Условная вероятность.

Событие А называется независимым от события В, если вершина А не меняется в зависимости от того произошло или нет событие В, в противном случаи событие А зависит от события В.

Из полной колоды карт вынем одну:

А – появление туза

В – появления бубновой масти
С – появления бубнового туза
I)А и В

Р(А)=4/52

Р(В)
Вычислим вероятность А при условии, что произошло В

РВ(А)=1/13
Р(А)=РВ(А) 


А и В – независимое событие

II)А и С

Р(А)=4/52
РС(А) =1 – зависимое событие

Условной вероятностью называется РВ(А) или РА(В)

2.Теорема умножения.
Рассмотрим события А и В которые могут появиться одновременно АВ=Ø
Р(АВ)=Р(А) РА(В)

Докажем и эту теорему в схеме случаев.

Пусть события А соответствует m случаев из n, событию АВ соответствует l случаев из n
Вычислим условную вероятности РА(В)=l/m
Теорема доказана.

Эта теорема обобщается на любое число попарно совместных событий. Р(АВС)=Р(А) РА(В) РАВ(С)

Доказательство:

АВ=D
Р(DС)=Р(D) РD(С)=Р(АВ) РD(С)=Р(А) РА(В) РАВ(С)
Если бы событие В не зависело от события А, то умножение приобретает вид Р (АВ) = Р (А) Р (В) ( так как условия верны совпадает с обыкновенным РА(В) = Р(В).

Утверждение:

Если событие В не зависит от события А, то и А не зависит от В.

Доказательство:

Р (АВ) = Р(А) Р(В), кроме того теорема умножения может быть заменена Р (АВ) =Р (В) РВ(А)

РВ(А)=Р(А)=> А не зависит от В.

Теорема умножения для не зависимого события обобщается на любое число не зависимых событий.

А1, А2…..Аk
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§5.Вероятность появления хотя бы одного события.

Рассмотрим А1, А2…..Аk с вероятностью появления P1, P2…Pk, причем это несовместные события.
Найдем вероятность появления хотя бы одного события А = А1 + А2+...+ Аk.(использование теоремы сложения в данном случае затрудняется технически в силу совместности события), так как в А входят события вида А1, А2…..Аk; Ā1, А2…..Аk; А1, Ā2…..Аk
Имеет место формула вероятности хотя бы одного события следующего вида Р (А) =1 – Р (Ā), где Ā = Ā1, Ā2….. Āk и в силу независимости противоположных событий Р (А) =1 – Р(Ā1) Р (Ā2)…Р (Āk)

Эти вероятности можно записать так:

Р(А) = 1–(1–P1) (1–P2)…(1 – Pk)= 1 – q1 q2 … qk
Замечание: для системы равновозможных событий Р (Аi) =Р вероятность хотя бы одного события Р (А) = 1 –q; q = 1 – p
Вероятность попадания стрелком в мишень = 0,6. Сколько выстрелов должен сделать стрелок, чтобы с вероятностью не меньше 0,8 он попал хотя бы один раз.

Р(Аi) = 0,6

Р(А) ≥ 0,8

Р(А) = 1 – qn

q – вероятность промаха.

Р(Ā i) = q = 0,4
Р(А) = 1 – q = 1 – 0,4n ≥ 0,8

0,4n ≤ 0,2


n ≥ 2

Р (А) ≥ 0,95

1 – 0,4n≥ 0, 95

0,4n ≤ 0,05

§6.Формула полной вероятности. Формула Бейса.

1.Формула полной вероятности.
Н1, Н2….Нn –попарно не совместимые события.

Р(Н1+Н2+….+ Нn) = Р(Н1) + Р(Н2)+….+Р(Нn)=1 такие группы называются гипотезами.
Рассмотрим событие А которое может произойти только с одной из гипотез:

А = А Н1+ А Н2+….+А Нn и найдем вероятность этого события Р(А)

Р(А) =Р(АН1+…..+АНn)=[АН1……АНn (полностью несовместные)]= Р(А Н1)+Р(А Н2)+…..+Р(А Нn) =Р(Н1) РH1(А)+……+Р(Нn) РHn(А)


[image: image149.wmf]å

=

n

i

Hi

A

Hi

p

A

P

p

)

(

)

(

)

(

–формула полной вероятности.

Задача: По самолету произведено 3 выстрела. Вероятность попадания при первом =0,5 , втором = 0,6, а при третьем = 0,8.

Для вывода самолета из строя достаточно 3х попаданий, при одном попадании самолет выходит из строя с вероятностью 0,3 , двух – 0,6, а трех –1.

Найти вероятность того, что в результате 3х выстрелов самолет будет уничтожен. 
Н0 – ни разу не попали

Н1 – попали один раз

Н2– попали два раза

Н3 – попали три раза

Р(Н0) = 0,5 0,4 0,2 = 0,04

P(Н1) = А1 Ā2 Ā 3 + Ā 1 А2 Ā 3 + Ā 1 Ā 2 А3
Р(Н1) = 0,5 0,4 0,2 + 0,5 0,6 0,2 + 0,5 0,4 0,8 = 0,26

Р(Н2) = Ā 1 A2 A 3  + А1 Ā2 A 3 + А1 A2 Ā 3  =0,5 0,6 0,2 + 0,5 0,6 0,8 + 0,5 0,4 0,8 =0,46

Р(Н3) = 0,5 0,6 0,8 = 0,24

ΣР(Нi) = 0,24 + 0,46 + 0,26 + 0,04 =1

Р(А)

РH0(А) =0

РH1 (А) = 0,3

РH2 (А) = 0,6

РH3 (А) = 1

Р(А) = 0,3 0,26 + 0,6 0,46 +1 0,24 = 0,594

2.Формула Бейса.
Рассмотрим гипотезы Н1, Н2….Нn с их вероятностями P(Нi).

Σ P(Нi) = 1
Возникает вопрос, как при этом изменится гипотезы, изменится вероятность. Ответ на этот вопрос дает формула Бейса.

Рассмотрим Р(АНi) = Р(А) РА(Нi) => РA(Нi) = Р(AНi)/P(A)
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PA(H1)+PA(H2)+…+PA(Hi)=1

Завод-изготовитель прибора оценивает надженость в 95%, а испытательная лаборатория в 80%. Путем эксперимента установить какая характеристика ближе к действительности.

Решение:

Событие А – прибор выдержал испытание

Событие Ā – не выдержал испытание

Н1 –верны данные завода

Н2 –верны данные лаборатории
Р(Н1) =Р(Н2) =1/2
Выпишем условия вероятности.

РH1(А) = 0,95

РH2(А) = 0,8

Найдем вероятность противоположного события.

РH1 (Ā) =0,05

РH2 (Ā) = 0,2

Вычислим вероятность поломки прибора.

Р(Ā) = 0,05 1/2 0,1 1/2 =0,125

Р(А) = 0,875

Вероятность. Верим данным завода, что прибор выдержит испытание.

РА(Н1) =(Р(Н1) РH1 (А))/0,875= 0,95/(0,95+0,8)=0,54

Ра(Н2) = 0,46

Глава 3. Независимые испытания.

§1. Биномиальный закон распределения.

Пункт 1. Схема Бернулли.

Пусть некоторый опыт производят n раз, события 
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 могут появиться или не появиться в этих испытаниях, причем они образуют полную группу попарно несовместных событий, причем в каждом испытании 
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В каждом испытании появляется только одно событие.

Испытанием называется независимым относительно 
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 не меняется в этих испытаниях.

Поставим задачу о нахождении вероятности того, что событие 
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 в “n” испытаниях появляется ровно m раз. Решение этой задачи для случая, когда в n испытаниях может произойти только 1 из 2 событий 
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 или 
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Пусть 
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 подобные испытания называются схемой Бернулли. Очевидно что событие А произойдет m раз в n испытаниях
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  количество возможных вариантов события А произошло m раз, а 
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 n-m раз 
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 (1) 

Закон (1)  называют биномиальный закон распределения. 

Биномиальный закон распределения или формула Бернулли.

Название этого закона следует из того, что (1) называют биномиальными, потому что они представляют собой коэффициенты биномиального разложения 
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Используя (1) можно проводить подсчет вероятностей следующих событий
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 - сумма такого количества вероятностей

Пункт 2.Свойства биномиальных вероятностей и наивероятнейшее число появлений событий A.
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 и составим отношение 
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Если 
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, то вероятности растут с ростом m  => 
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Решим неравенство относительно “m”
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Если  
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Если 
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Если 
[image: image182.wmf]N

q

np

m

Î

-

=

, то мы имеем максимум вероятностей.
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Если 
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2. Локальная теорема Муавра-Лапласа.
Найти вероятность брака детали в партии

Пусть n=10000   p=0.005
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Если использовать формулу Бернулли
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Подобные задачи не решаются методом Бернулли. Для маловероятных событий но большом количестве испытаний действует  ассимптотичная теорема Муавра-Лапласа.

Если в n независимых испытаниях событие А может появится с вероятностью 
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Табулированная функция, а  Х-аргумент  
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Применение (1) возможно, если 
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Отметим свойства функции  
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3) табулирована на интервале 
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§2. Интегральная теорема Муавра-Лапласа.

Поставим задачу о нахождении вероятности события 
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Эта вероятность складывается из 
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 вероятности, каждую из которой надо считать по формуле Лапласа.
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Процесс суммирования можно заменить интегрированием, используя интегр. теорему.

Если в n независимых испытаний A происходит с вероятностью 
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Как известно, интеграл 
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 не имеет первообразную в классе элементарных функций.

В качестве первообразной для этого интеграла берется функция Лапласа (неэлементарная функция), заданная таблично.
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Отметим  основные свойства функции Лапласа:

1) можно показать что она нечетная 
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4) Значение 
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На основании сказанного, график функции

Если, то значение функции берутся из таблицы со знаком  “-”
§4. Задачи об отклонении относительной частоты от вероятности.

Введем случайную величину 
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m

M

n

=


m – число появлений A в  n испытаниях
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Возникает вопрос об отклонении 
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Задача 1: найти вероятность того, что это отклонение 
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Задача 2: определить наименьшее число событий n, которое надо провести чтобы вероятность данного уровня отклонения была не меньше чем 
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Очевидно что 
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Задача 3: Найти уровень отклонения 
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§5. Закон редких событий или закон Пуассона.

Если вероятность события A близка к 0 
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В этих случаях используют закон редких событий (теорема Пуассона). Если в n независимых испытаниях ,
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Закон Пуассона применяется при условии 
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Док-во теоремы:

Закон Бернулли 
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Свойства закона редких событий

1. 
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2. 2 последние вероятности 
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Если 
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 EMBED Equation.3  [image: image278.wmf]np

np

,

1

-

 - 2 наивероятнейших числа 

Если 
[image: image279.wmf]Þ

Ï

N

np
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Задача:

Завод отправил 10000 изделий, число поврежденных изделий порядка 0.02%. Найти вероятность того, что в партии повреждено не более 2 изделий.

n=10000

p=0.0002=2*10
[image: image281.wmf]4

-



[image: image282.wmf]2

10

*

2

*

10

4

4

=

=

-

a



[image: image283.wmf][

]

2

2

2

1

0

5

2

2

1

!

2

!

1

!

0

)

2

(

)

1

(

)

0

(

e

e

e

p

p

p

=

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

=

+

+

-

-

a

a

a

a


Глава 4. Основные законы распределения случайных величин.

§1. Дискретная случайная величина.


Определение 1. Случайная величина – переменная величина, принимающая то или иное значение в зависимости от случайных обстоятельств.


Например: Число поражений мишени при n выстрелах или ошибки при измерении расстояний или углов.

Определение 2. Случайная величина называется дискретной, если ее возможные значения представляют собой изолированные точки или ее возможное можно пересчитать, т. е. они образуют счетное множество (конечное или бесконечное).

Например: Число поражений мишени при n выстрелах – дискретная случайная величина (ДСВ) с конечным числом возможных значений или число выстрелов до первого поражения мишени – ДСВ с бесконечным числом возможных значений.

Замечание: Ошибки измерений не являются ДСВ.

Пусть ДСВ x принимает возможные значения 
[image: image284.wmf]n

x

x

x

,...,

,

2

1

 с вероятностями 
[image: image285.wmf]n

p

p

p

,...,

,

2

1

. События 
[image: image286.wmf]n

i

x

x

i

,

1

,

=

=

 составляют полную группу попарно несовместных событий:
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Эти данные записываются в виде таблицы, в которой возможные значения распределены в порядке возрастания
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Таблица (1) – ряд распределения, но случайную величину можно задать и законом распределения:



[image: image297.wmf])

(

)

(

i

i

x

x

X

P

j

=

=



Закон Бернулли для случайной величины 
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Ряд распределения имеет геометрическую интерпретацию, а именно по таблице (1) можно построить так называемый многоугольник распределения:
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§2. Условные законы распределения.


Введем понятие зависимости и независимости случайной величины:


Случайные величины X и Y называются независимыми, если 
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. Иными словами закон каждой из них не меняется в зависимости от того, какие значения приняла другая величина. Например, количество поражений мишени 1-ым и 2-ым стрелком. В противном случае X и Y – зависимые величины. Например, количество выкуренных сигарет человеком и продолжительность его жизни.


Рассмотрим событие 
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По аналогии с теоремой умножения:
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Законы (1) и (2) называются условными законами распределения случайной величины.


Если X и Y – независимые условные величины, то условные законы совпадают с безусловными.
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 составляют полную группу попарно несовместных событий:
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§3. Алгебраические операции над случайными величинами.

Пусть X и Y – случайные величины, заданные законами распределения.
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Рассмотрим 
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В случае появления одинаковых значений вероятности их складываются, а возможные значения записываются в возрастающем порядке:
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Ее возможные значения будут 
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Если X и Y – независимые, то 
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Пример: случайная величина x принимает
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§4. Числовые характеристики дискретной случайной величины.

п. 1. Математическое ожидание.
Каждая случайная величина характеризуется набором постоянных параметров, одним из них является математическое ожидание 
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Для дискретной случайной величины, заданной распределением
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В случае бесконечного числа возможных значений:
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Рассмотрим основные свойства математического ожидания:
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4). 
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5). Если X и Y – независимые случайные величины, то:
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Доказательство:
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6). 
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Математическое ожидание отклонения случайной величины от математического ожидания есть 0.
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По своему смыслу математическое ожидание – среднее значение случайной величины в данной серии испытаний.

п. 2. Дисперсия.
Математическое ожидание характеризует среднее значение случайной величины, но возникает вопрос: каково отклонение случайной величины от среднего? Как следует из свойства (6): отклонения 
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 в среднем дают 0. Поэтому строится характеристика математического ожидания 
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. Эта характеристика обращается в ноль, только если все отклонения ну2левые, во всех остальных случаях эта величина отличается от нуля, положительна и называется дисперсией случайной величины.
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Зная дисперсию можно найти:
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Вычислим дисперсии:
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Если дисперсия мала, то это может быть по двум причинам:

1). Все отклонения малы.

2). Большие отклонения – маловероятны.

Свойства дисперсии:

1). 
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2). 
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3). Формула вычисления дисперсии:
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4). Если X и Y – независимые случайные величины, то:
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Доказательство:
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Следствие:

X и Y – независимые случайные величины, то 
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Доказательство:
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Для независимых случайных величин:
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Замечание: если при измерении выявляются ошибки по разным причинам (независимо), то суммарная ошибка измерений:
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§5. Числовые характеристики основных законов распределения дискретной случайной величины.

п. 1. Числовые характеристики среднего арифметического одинаково распределенных случайных величин.
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Предположим, что это независимая случайная величина и вычислим дисперсию среднего арифметического:
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С ростом n дисперсия среднего арифметического стремится к нулю, что является характеристикой устойчивости этой случайной величины. В частности при измерении некоторой величины мы получаем ряд ее значений и уточняем ее значение, вычислив среднее арифметическое всех измерений.

п. 2. Биномиальный закон распределения.
Пусть случайная величина x принимает значения:

0, 1, 2, …, m, …
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В этом случае говорят, что случайная величина x распределена по биномиальному закону:
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M(x) и D(x)

Имеет место теорема:

Для случайной величины x, распределенной по случайному закону
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Случайную величину x можно представить в виде 
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Так как испытание независимо, то и величины D(x) независимы.
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Вычислим 
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С величиной x связывают 
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 - частота события A в данной серии испытаний.
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Вывод: с ростом n частота, как случайная величина стремится к устойчивости (дисперсия стремится к нулю).

п. 3. Закон Пуассона.
Пусть x – число наступлений события A в n независимых испытаниях, при условии что 
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x – распределена по закону Пуассона, если:

0, 1, 2, 3, …, m, …
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Для закона Пуассона:
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Вывод: если в результате статистических наблюдений над случайной величиной x принимает значения 0, 1, 2, …получены выборочным путем оценки математического ожидания дисперсии почти одинаковые, то можно считать, что данная случайная величина распределена по закону Пуассона.

п. 4. Геометрическое распределение.
Случайная величина x принимающая значения 1, 2, 3, …, m с вероятностью 
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, где p – вероятность наступления события A, а 
[image: image426.wmf])

(

A

P

q

=

, то говорят, что x – распределена по геометрическому закону.

Например: число выстрелов до первого попадания в мишень.
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Очевидно, что 
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 (суммируется бесконечно убывающая геометрическая прогрессия).
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§6. Интегральный закон распределения случайной величины.

Рассмотрим событие 
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, где x – некоторое число

Обозначим вероятность этого события через
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 и назовем эту функцию формулой распределения случайной величины X (или интегральным законом распределения). Считается, что случайная величина X имеет заданный закон распределения, если задан F(x)
Для дискретной случайной величины X (ДСВ) заданной законом
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F(x) имеет ступенчатый вид при котором в каждом 
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Для ДСВ F(x) представлен графиком
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Составить функцию распределения для случайной величины X – число проверок на брак изделий, при условии что брак изделия встречается с вероятностью 0,06. Если первое изделие бракованно, то партия отправляется назад и так до 5 проверок.
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Свойства функции распределения:

1). 
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3). F(x) является неубывающей функцией
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Доказательство:
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Если наступает событие 
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4). Для ДСВ F(x) имеет ступенчатый вид (см. определение).

5). 
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Доказательство:

Построим событие 
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§7. Непрерывные случайные величины и их законы распределения.

Случайная величина X называется непрерывной, если ее возможные значения сплошь заполняют некоторые множества (например, ошибки измерений).

Для непрерывной случайной величины (НСВ) X ее интегральный закон распределения
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 - непрерывная функция, обладающая всеми перечисленными свойствами (1, 2, 3, 5).

Для НСВ имеет место следующее утверждение:

Вероятность точечного значения непрерывной случайной величины равна нулю.
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Доказательство:

Рассмотрим вероятность события 
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Эта вероятность 
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 - только для НСВ

Общий вид F(x) для НСВ X имеет вид
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§8. Плотность вероятности НСВ.

Понятие плотности вводится только для НСВ.
Пусть НСВ X задана F(x) – непрерывная, дифференцируемая или кусочно-дифференцируемая функция.
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 - плотность вероятности.
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 - дифференцируемый закон задания НСВ X.

Рассмотрим основные законы задания НСВ:

1). Если СВ X задана законом
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А кривая 
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называется кривой Гаусса
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2). СВ X распределена равномерно на [a, b], если:
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3). СВ X распределена по показательному закону:
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п. 2. Свойства функции 
[image: image481.wmf])

(

x

j

.

1). О вероятности попадания СВ X на [a, b]


[image: image482.wmf]ò

=

<

<

b

a

dx

x

b

X

a

P

)

(

)

(

j


Как известно 
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2). Нормирование 
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Доказательство:


[image: image487.wmf]1

)

(

)

(

=

=

+¥

<

<

-¥

=

ò

+¥

¥

-

события

го

достоверно

ь

вероятност

X

P

dx

x

j


3). 
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, т. е. плотность вероятности – неотрицательная функция

Доказательство:

Т. к. 
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4). Связь 
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Геометрическая интерпретация 
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Как известно 
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Выясним размер 
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§9. Числовые характеристики НСВ.

п. 1. По аналогии с ДСВ
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Предположим для этой СВ, что интегралы сходятся.

Эти характеристики обладают теми же свойствами, что и для ДСВ.
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Докажем ее используя определение дисперсии
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Если 
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обладает симметрией относительно 
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Доказательство:
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п. 2. Мода и медиана СВ.
Модой НСВ называют то ее значение, которое соответствует 
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Для ДСВ модой называется наиболее вероятное ее значение.

Медианой НСВ называют, то ее значение 
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Геометрически это означает, что медиана делит площадь на две равновесных части.
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Замечание: 
мода = медиана = a
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п. 3. Моменты, асимметрия, эксес.

Если для случайной величины X известен 
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, то можно найти бесконечное множество постоянных характеристик данной функции, так называемые моменты.

Начальным моментом порядка k называется:
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 при угловой сходимости этого интеграла отметим моменты
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Центральным моментом k-ого порядка называют величину
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Любой центральный момент можно выразить через начальные моменты 
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Свойства центральных моментов для симметричных законов распределения:

Если 
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обладает симметрией относительно 
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То все центральные моменты нечетного порядка равны нулю
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Доказательство проходит по схеме
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Интеграл от нечетной функции на симметричном множестве равен нулю.

Замечание: если случайная величина X – дискретная, то
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Случайную величину X характеризует асимметрия, связанная с видом функции 
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Если 
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Если вид 
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Характеризует степень вытянутости кривой 
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Для кривой Гаусса 
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Более вытянутые кривые обладают 
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Менее вытянутые - 
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§10. Закон равномерной плотности.


Случайная величина X распределена равномерно на отрезке [a, b], если:
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Из условия нормировки найдем c:
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Вычислим 
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Задача: о попадании заданной величины на данный интервал 
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Эта вероятность пропорциональна длине интервала
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Пример: поезда метрополитена идут с 
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§11. Показательное распределение.
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Иногда вместо x используют t.
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Решим задачу о вероятности попадания случайной величины на интервал 
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Показательное распределение применяется в теории надежности, где вводится так называемая функция надежности.

Пусть в момент времени 
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Эта функция называется функцией надежности
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§12. Нормальный закон распределения.

п. 1. Нормальный закон и его параметры.
Говорят, что данная случайная величина X распределена по нормальному закону, если:
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Очевидно, что данная функция обладает симметрией 
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По свойству симметричного распределения:
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Можно показать, что:
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Выясним влияние параметров a и 
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 на вид кривой Гаусса:
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Рассмотрим 
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С уменьшением 
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 кривая становится все более острой.

п. 2. Нормальная функция распределения и ее свойства.
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В свое время мы ввели 
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Обозначим через 
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Эта функция является интегральной для 
[image: image598.wmf]2

2

2

1

)

(

x

e

x

-

=

p

j




[image: image599.wmf]1

)

(

0

)

(

=

=

x

x

M

s



Обозначим через 
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Значения F(x) находятся по схеме:


1). Вычисляют аргумент 
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2). По таблице для 
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находят ее значение при этом значении аргумента.

Решим задачу о попадании нормально распределенной величины x на интервал 
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Рассмотрим основные свойства нормальной функции 
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2). 
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Т. к. 
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3). Связь с функцией Лапласа
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Т. к. 
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4). 
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Заметим, что в таблице присутствуют функции Лапласа для каждого значений аргументов.
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Решим задачу о попадании случайной величины на заданный интервал с помощью функции Лапласа
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Решим задачу с попаданием случайной величины x на симметричный интервал
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Задача о трех 
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Вычислим 
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Из этих вычислений следует, что маловероятно попадание случайной величины на интервал за пределы 
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Этот факт используют для практического определения математического ожидания и дисперсии нормального распределения случайной величины x.
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Глава 5. Закон больших чисел и предельные теоремы теории вероятности.

Введение.

Под законом больших чисел понимают совокупное действие большого числа независимых факторов, которые приводят к результату, почти не зависящему от случайных факторов. Случайные отклонения от среднего, неизбежные при каждом конкретном измерении в массе выравниваются, так называемая устойчивость средних представляет содержание закона больших чисел. При большом числе случайных слагаемых среднее арифметическое перестает быть случайной величиной и может быть найдена.

§1.Лемма и неравенство Чебышева.

1. Лемма Чебышева.

Если случайная величина Х принимает только положительное значение и имеет М(х), то для любого А>0

(1) Р(х>А)< М(х)/А

Для дискретной случайной величины Х

0<Х1<Х2<…<Хn



А>0

 Р1 Р2 Рn
(2) 0<Х1 <Х2 <….<Хk <А <Х к+1 <…<Хn
вычислим М(х) <Х1*Р1+Х2*Р2+….+Хn*Рn
Отбросим первые К слагаемых в (2) (Х1*P1+Х2*P2+…Хк*Рк) и получим М(х)≥хк+1 Рх+1+…+Хn+Рn 

Оценим правую часть с помощью А.

М(х) ≥А(Рк+1+…+Рn)

(Рк+1+Рк+2+….+Рn)=Р(х>А)
А Р(х>А)≤М(х) =>Р(х>А)≤М(х)/A
Неравенство (1) является грубой(первичной) оценкой по одной характеристике. Из неравенства (1) можно провести оценку.

Р(х≤А)= 1–Р(х>А) ≥1 – М(х)/A
Лемма Чебышева используется в финансах.

Отделение банка обслуживает в среднем 200 клиентов. Оценить вероятности того, что банк обслужит:

1. более 250 клиентов

2.не более 300 клиентов.

М(х) = 200

Р(х>250) ≤200/250 ≤ 0,8

Р(х≤ 300) ≤ 1–200/300≈ 0,33

Сумма всех вкладов 2*106 р. Вероятность того, что случайно взятый вклад не превысит 104 р равна 0,6
P(х ≤ 104) 
x<10000

Р(х≤ 10 ) =0,6
M(x)=2000/n
Р(х ≤ 10)=0,6
Р(х≤10) ≥1 –М(х)/10=1 –2000/(n*10)=1 – 200/n
0,6 ≥1 – 200/n

0,4 ≤ 200

0,4n ≤ 200

n ≤ 500

2. Неравенство Чебышева.

Теорема для любой случайной величины Х с М(х) =а и D(х)= σ 2 имеет место неравенство:

(1).
Р(|х–a| > ε) ≤ D(х)/ ε2

Вероятность того, что случайная величина отклонится от М(х) больше, чем на ε ограничено сверху величиной D(х)/ ε2.

Доказательство.

Воспользуемся Леммой Чебышева. Х` = (х – a)2 => Р (х` > ε2) ≤ М(х`)/ ε2
(2).
Р(|х–a|2 > ε2) ≤ М(х-а)2/ ε2
М(х-а)2=>D(х)

Проанализируем полученное неравенство.

|х–a|2> ε2 < => |х–a|> ε => Р(|х–a|> ε) < D(х)
Неравенство (1) установлено.

|х–a|≤ ε |х–a| > ε
(3).
Р (|х–a|≤ ε) = 1–Р (|х–a| > ε) ≥ 1 – D(х)
Неравенство (3) определяет нижнюю границу вероятности попадания случайной величины на [a – ε; a+ ε].

Замечание: Неравенство Чебышева применимо для любой случайной величины ( дискретной или непрерывной ).

Рассмотрим частные случаи случайных величин.

Х=m, m є 0,1,2….

Х распределена по биноминальному закону.

М (х) = nр

D (х) = npq
Тогда (3) приобретает вид Р(|m – np|≤ ε) ≥1 –npq/ε2

(4)

Пусть х = m/n – относительная частота появления А в n независимых испытаниях.

М(х) =p

D (х) =D (m/n) = 1/n2D(m) = 1/n2 * npq = pq/n
тогда (3) перепишется в виде (5).

(5).
Р (|m/n – p| ≤ ε) ≥ 1 – pq/nε2
при 
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при n вероятность того, что отклонение будет меньше ε, будет стремиться к 1.
Средний расход воды в квартире в сутки–500 литров

М(х)= 500л.

Оценить Р( х≤ 1000)

σ(х)=100л.

Р (х ≤ 1000) ≥ 1–М(х)/A=1–500/1000= 0,5

Р (х ≤ 1000) ≥ 1/2

Х ≤ 1000 <=>| х – 500| <500
Р(|х–500| ≤ 500] ≥ 1 – 1002/5002 = 1-1/25=24/25
Задача о трех σ


Оценим вероятность |х–500|≤3σ

Следуя неравенству Чебышева

Р(|х–а|≤3σ) ≥ 1 – σ2/3 σ2 = 8/9 ≈ 0,8889
Эта вероятность попадания любой величины на[ a–3 σ; a+3 σ]
0,997– нормальный закон.

§2. Закон больших чисел.

1.Теорема Чебышева.

Если для n независимых величин: х1, х2,…,хn даны М (хi) = ai, a D(хi) ограничены С (D(хi) < c), то при неограниченном увеличении числа n, (х1 +х2 +…хn)/n сходится по вероятности к 
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Доказательство.

Применим к величине (х1 +х2 +…хn) /n неравенство Чебышева обозначив как Х. вычислим М(х) и D(х).
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При n → ∞ Р(|х–d| ≤ ε ) → 1. А это означает, что среднее арифметическое  случайных величин становится устойчивой (дисперсия стремится к 0) и стремится по вероятности к среднеарифметическому математических ожиданий.
Следствие из теоремы Чебышева.

Пусть HCB (X1,X2,..Xn) одинаково распределены М(Xi) = а, а D(Xi) > σ2, тогда для X = X1 +X2 +…+Xn /n. M(х) =a, a D(х) = σ2/n и неравенство Чебышева принимает вид 
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Сколько надо провести измерений данной величины, чтобы с вероятностью не менее 0,95 гарантировать отклонение среднеарифметических измерений от истинного значения не более на 1. При условии σ(X) = 5. 
Хi – результат измерений в первом испытании. 
М (Xi) = а –истинное значение.
σ (Xi) = 5
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Оценим эту вероятность по неравенству Чебышева.
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25/n ≤ 0,05 => 25 ≤ 0,05 n => n ≥ 25/ 0,05 = 500
n ≥ 500
2. Теорема Бернулли.

3,,,,,,

Относительная частота события А с увеличением n сходится m/n →P(A) при n → ∞
Р(|m/n – p| <ε )→1

n → ∞
Доказательства этой теоремы исходит из предыдущего параграфа. (Неравенство Чебышева для СВ). 
§3.Предельные теоремы теории вероятности.

Предельные теоремы называются центральными теоремами. В этих теоремах устанавливают условия возникновения нормального закона распределения.
Теорема 1.(Случай одинаково распределенных СВ).

Пусть X1,X2,…Xn –HCB с одинаковыми знаками распределения.

М (Xi) =а, D(Xi) = σ2, тогда 
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 при n → ∞ приближается к нормальному закону распределения с М(Y)= n*a, D(Y) =n*σ2
Теорема 2. (Случай различных знаков распределения).

Если X1, X2, …Xn – HCB, для которых М (Xi) =ai, D (Xi) ≤ C, то 
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 при n → ∞ стремится к нормальному закону. 
[image: image640.wmf](

)

å

=

=

n

i

i

a

Y

M

1

i , 
[image: image641.wmf](

)

(

)

å

=

=

n

i

i

X

Y

D

D

1


Условия практического значения применения предельных теорем.

Пусть X1,X2,..,Xn – результаты измерений.

Предельная теорема применима в случае если :

1). Измерения проведены независимо ( результат каждого последующего измерения не зависит от предыдущих).

2). М(Xi) совпадают с истинным М(Xi)=a (прибор не содержит систематической ошибки).

3). D(Xi) ≤ c. Это требование выполняется, если прибор обеспечивает определенную точность измерений.
Глава 6. ФУНКЦИИ И СИСТЕМЫ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН
§1.Функция случайной величины

П.1 Построение законов распределения функции случайного аргумента

Если любому значению случайной величины X ставится в соответствии

по некоторому правилу f некоторое значение X=f(x), то говорят что задана функция случайного аргумента.

Пусть Х-ДСВ, заданная законом 

	x
	x1
	x2
	…
	xn

	p
	p1
	p2
	…
	pn


(1)
Тогда случайная величина y=f(x) обладает рядом распределения

	y
	y1
	y2
	…
	yn

	p
	p1
	p2
	…
	pn


(2)

т.е p(Y= y(xi) = yi )= pi

закон распределения (1) действителен, если f(x) монотонна на [x1…xn].

y=f(x) не является монотонной функцией, т.е разным значениям x могут соответствовать разные значения y,тогда в ряде распределения для y вероятности одинаковых вариантов складываются.

пример 1:

	x
	-1
	0
	1
	2

	p
	0.3
	0.3
	0.3
	0.1


	y
	0
	1
	2

	p
	0.3
	0.6
	0.1


Получим формулы для отыскания m y  и  D y
m y = 
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D y  =
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если X-НСВ ,то 

 m y  = 
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D y  =
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Возникает вопрос в случае НСВ X:

Как зная φ(x)  и f(x) построить g(y) –закон распределения y-плотность вероятности для y.

Решим эту задачу в случае, когда  y=f(x)- монотонна.

Рассмотрим m y как величину вычисленную по формуле

m y =
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в этом интеграле g(y) неизвестна,

с другой стороны

m y  = 
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перейдем в интеграле (8) к переменной y.Если y=f(x)-монотонна на множестве (-∞,+∞) 
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  существует функция x=ψ(y) так же монотонная –обратная функция, тогда:

  dx=
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g(y) = φ[ψ(y)]* |
[image: image651.wmf]y
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пример 2:

Пусть случайная величина x распределена с параметрами σ=1,a=0

φ(x) =
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y=x3

x=
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g(y)= φ(
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Если функция y=f(x) не является монотонной(но кусочно-монотонна),тогда её разбивают на монотонные участки, на каждом из которых находят обратную функцию. Для каждого участка строят g(y)

В качестве g(y) берут ∑ gi (y )

g(y)= ∑ gi (y )
пример 3:

Случайная величина X распределена по нормальному закону 

φ(x) =
[image: image659.wmf]2
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т.к  функция y кусочно-монотонна: на(-∞,0)-убывает, на (0,+ ∞)-возрастает, то

на каждом из участков обратная функция выбирается из 
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(-∞,0)   x=
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g1(y)=  φ(
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g2(y)=  φ(
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g(y)=  
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П.2 Свойства линейной функции
Линейной функцией случайного аргумента X называется функции вида 

(1) y=Ax+B, где A и B const.

Имеет место утверждение: если случайная величина X распределена по нормальному закону 

φ(x) =
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Y так же распределена по нормальному закону

Y=
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my=A*mx+B

σy =|A| *σx

Вычислим параметры для  my
my=M(A*x+B)=A*M(x)+B=A*mx +B=A*a+B

Dy =D(A*x+B)=A2*D(x)=A2*σ2

σy =|A| *σ
Докажем сохранение нормального закона. Выпишем g(y) = φ[ψ(y)]* |
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    и подставим в (2)

g(y)= 
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g(y)= 
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§2.Системы случайных величин

П.1 Общие понятия 

На практике встречаются задачи, в которых результаты эксперимента описываются двумя или более случайными величинами. Например, координаты попадания снаряда, размеры изготовляемой детали или ошибки измерений. Если эксперимент описывается двумя или более случайными величинами, то они образуют систему случайных величин. По количеству

составляющих определяют её размерность.

(x, y)-двумерная СВ

(x, y, z)-трехмерная СВ

(x1 ,x2… xn)-n-мерная СВ

В системе случайных величин действуют связи между её составляющими.

П.2 Законы распределения двумерной случайной величины

 Если составляющие x и y –ДСВ, то (x, y)-Дискретная двумерная случайная величина (ДДСВ),если x и y –НСВ, то (x, y)-Непрерывная двумерная случайная величина (НДСВ).

Рассмотрим закон задания ДДСВ. Этот закон задается в виде таблицы с 
	y     x

	x1
	x2
	…
	xn

	y1
	p11
	p21
	…
	pn1

	y2
	p12
	p22
	…
	pn2

	…
	…
	…
	…
	…

	ym
	p1m
	p2m
	…
	pnm


(1)

pij= p(X= xi, Y= yi)

{X= xi, Y= yi }I=1..n ,j=1..m – совокупность этих событий образуют полную группу попарно несовместных событий.
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Из таблицы (1) можно получить законы распределения составляющих.

Действительно,
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пример 1:

 Случайная величина (x, y) задана таблицей:

	y     x
	1
	2

	-1
	0.1
	0.1

	    0
	0.25
	0.05

	1
	0.3
	0

	2
	0.15
	0.05


0.2
0.3
0.3
0.2
                   0.8        0.2

	x
	1
	2

	p
	0.8
	0.2


	y
	-1
	0
	1
	2

	p
	0.2
	0.3
	0.3
	0.2



Исходя из таблицы найти вероятность того, что

p(y=x)=0.3+0.05=0.35

p(y<x)=0.1+0.25+0.1+0.05=0.5

p(y>x)=0.15

Двумерную случайную величину можно задавать функцией распределения. Введем понятие F(x, y),как 

F(x, y)= p(X<x, Y<y)
Дадим этому определению геометрическое толкование

 [image: image690.png]



Пусть (x, y) случайная точка на плоскости, тогда F(x, y)-это вероятность попадания случайной точки в заштрихованную область.

Для ДДСВ, заданной таблицей

F(x, y)= 
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xk < x
yl  <  y
табл.1

	y        x
	1
	2
	3

	2
	0.01
	0.02
	0.08

	4
	0.03
	0.24
	0.21

	6
	0.06
	0.14
	0.21


табл.2

	y     x
	X<1
	1≤x<2
	2≤x<3
	x≥3

	y<2
	0
	0
	0
	0

	2≤y<4
	0
	0.01
	0.03
	0.11

	4≤y<6
	0
	0.04
	0.30
	0.48

	y≥6
	0
	0.1
	0.50
	1


Свойства функции распределения

1. F(x, y)  
[image: image692.wmf]Î

 [0,1]

2. F(x, y)  не убывающая функция

x1 < x2

y=y

F(x1,y) ≤ F(x1, y)

3. F(x,y)→0,

когда либо x→-∞ ,либо y→-∞ ,

либо  x,y→-∞
т.к событие {x<-∞,y<-∞ -невозможно.

4.F(x,y) →1,

когда  {x→+∞, y→+∞ ,

т.к событие {x<+∞,y<+∞ -достоверно

5. Из закона распределения системы можно получить закон распределения каждой из составляющих.

x→+∞, то x<+∞ -достоверно

F(x,y)= F2 (y)

y→+∞ 
[image: image693.wmf]Þ


F(x,y)= F1 (x) 
По таблице 2 найдем законы распределения каждой составляющей

F1 (x)=
[image: image694.wmf]ï
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F2 (y)= 
[image: image695.wmf]ï
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П.3 Задача о вероятности попадания СВ в некоторую область

Задача 1.

Рассмотрим вертикальную полосу

[image: image696.png]AN





Вычислим вероятность следующего события:

P(x1≤X≤x2 ,Y<y)=P(X< x2 ,Y<y)- P(X< x1 ,Y<y)=F(x2 ,y)- F(x1 ,y)

Задача 2.

Рассмотрим горизонтальную полосу

[image: image697.png]



P(X<x, y1≤Y≤y2 )= F(x,y2 )- F(x,y1 )

Задача 3.

Рассмотрим вероятность попадания СВ в прямоугольник

[image: image698.png]Wi

D%




P(x,y
[image: image699.wmf]Î

 ABCD)= PBC – PAD =   F(x2,y2 )- F(x1,y2 )- [F(x2,y1 )- F(x1,y1 )]

пример 2:

Дана двумерная СВ распределенная по закону:

F(x,y)=
[image: image700.wmf]2
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[image: image701.png]



Используя задачу 3,найдем вероятность
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§3.Двумерная плотность вероятности. Условный закон распределения
П.1 Двумерная плотность и её свойства

Пусть x, y-непрерывная СВ. Рассмотрим на плоскости прямоугольник

[image: image703.png]



и обозначим через P∆x,∆y вероятность попадания данной величины в данный прямоугольник. Разделим эту вероятность на площадь прямоугольника и перейдем к пределу:
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x

y

x

F

y

x

x

F

y

y

x

F

y

y

x

x

F

y

x

y

x

y

x

P

y

x

D

D

+

D

+

-

D

+

-

D

+

D

+

®

D

®

D

=

D

D

D

D

®

D

®

D

*

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

0

,

0

lim

*

,

0

,

0

lim


Нетрудно увидеть, что это записано 
[image: image705.wmf]y
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. Эту функцию называют плотностью вероятности двумерной случайной величины.

(1) 
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Отметим основные её свойства:

1. 
[image: image707.wmf]0
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для любого x,y ,т.к она определяется через предел отношения вероятности к площади. Вероятность неотрицательна, площадь неотрицательна, следовательно, функция не может быть отрицательной.

2. Исходя из определения 
[image: image708.wmf]dxdy
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-вероятность попадания СВ в малый прямоугольник, тогда вероятность попадания в некоторую область D
определяется как 
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3. Установим связь между 
[image: image710.wmf])
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Помимо формулы (1) можно показать, что  F(x,y)=
[image: image711.wmf]dxdy

x

y

y

x

ò

¥

-

ò

¥

-

)

,

(

j

  (2)

Док-во:

Формула (2) определяет собою вероятность попадания случайной точки в область бесконечного квадрата с правой вершиной x,y.

4. Нормировка 
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Имеет место равенство

(3) 
[image: image713.wmf]dxdy
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которое означает достоверность события:
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5. Геометрическая интерпретация 
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Исходя, из определения функции 
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она может быть изображена некоторой поверхностью
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П.2 Отыскание законов распределения для составляющих двумерной СВ

Пусть x,y-ДНСВ

F(x,y), тогда 

F(x,y)= 
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F1(x)= 
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анологично

F2(y)= 
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И плотности вероятностей:
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пример 1:

ДДСВ распределена равномерно в круге единичного радиуса

[image: image723.png]



Найти: 
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, F(x,y), F1(x), F2(y), 
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[image: image729.wmf]òò
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F(x,y)=
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[image: image731.png]


F(x,y)=0

                       x≤-1

                       y≤-1

F(x,y)=1,если 
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F1(x)=
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x

x

x

x

x

x

x

x

dx

dy

1

]

arccos

2

1

*

[

1

1

2

1

2

1

2

1

2

1

1

)

(

1

-

+

-

=

ò

-

-

ò

-

ò

-

-

-

=

p

p

p


|| 
[image: image734.wmf]2

1

2

1

)

(

1

x

x

-

=

p

j


F1(x)= 
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[image: image736.wmf]2
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Возникает задача: можно ли, зная законы распределения составляющих найти закон распределения системы.

Введем понятие условных законов распределения составляющих

φ(x/y)
φ(y/x)

они вводятся аналогично условным вероятностям

φ(x,y)= φ 1(x)* φ(y/x)

φ(y/x)=
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φ(x/y)=
[image: image738.wmf]ò
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§4.Зависимые и независимые СВ
СВ X и Y называются независимыми, если закон распределения каждой из них не зависят от закона распределения каждой из них, т.е их условные законы совпадают с безусловными.

φ(x/y)= φ 1(x)
φ(y/x)= φ 2(y)

φ(x,y)= φ 1(x)* φ 2(y)

Можно сформулировать условие независимости.

Для того что бы  X и Y были независимыми, необходимо и достаточно разделение переменных в их законах.

Тогда, 

F(x,y)= F 1(x)* F 2(y)

В предыдущем примере плотность

φ(x,y)= 
[image: image739.wmf]p
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     во внутренних точках круга

φ 1(x)* φ 2(y)=
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т.е X и Y зависимые переменные, для независимых величин переменные х и у разделяются
пример 1:

Составить закон распределения двумерной случайной величины

{P (X=xi ,Y=yi )}
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Определим по аналогии с условными законами непрерывной случайной величины
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	y    x
	1
	2

	-1
	0.1
	0.1

	0
	0.25
	0.05

	1
	0.3
	0.00

	2
	0.15
	0.05


	x
	1
	2

	p
	0.2
	0.2


	y
	-1
	0
	1
	2

	p
	0.2
	0.3
	0.3
	0.2


Составим условный закон распределения

P(X/y=2)

P(Y/x=2)

Используя формулы(*)

	x
	1
	2

	y=2
	0.75
	0.25


	y
	-1
	0
	1
	2

	x=2
	0.5
	0.25
	0
	0.25


Замечание: для условных  законов распределения сумма вероятностей  так же равна нулю

§5.Числовые характеристики двумерной случайной величины

Двумерная СВ так же характеризуют начальный и центральный моменты
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Отметим наиболее важные из них

α=1

α10=m*x
α01=m*y
μ10= μ01=0

μ20=Dx
μ02=Dy
Центральный момент

(3) μ11=M[(x-mx)*(y- my)]=Kxy   -корреляционный момент

Это величина характеризует степень зависимости x,y ,так же рассеяния значений ДДСВ (x,y) относительно центра( mx , my)

§6.Корреляция и зависимость

Случайные величины x и y называются коррелированными, если коэффициент корреляции  x и y не равен нулю. В противном случае Kxy=0,то x и y не коррелированны.

Имеет место теорема о связи корреляции и зависимости

Утверждение1: если x и y независимы, то они не коррелируются

Доказательство:

Рассмотрим формулу (3)

Kxy=M[xy- mxy- myx- mxmy]=M(xy)- mxmy - mymx+ mxmy =M(xy)- mxmy
если x и y не зависимы, то

M(xy)= mxmy    
[image: image746.wmf]Þ

 Kxy=0
Утверждение2:если x и y коррелируются, то они зависимы

Доказательство:

(от противного)

Пусть x независима, тогда по утверждению 1 они не коррелируются 
[image: image747.wmf]Þ

 пришли к противоречию

Можно сделать  следующий вывод: из независимости следует некоррелируемость, из коррелируемости- зависимость.

Обратные утверждения не верны, т.е зависимые величины могут быть некоррелируемыми, а некоррелируемые могут быть зависимыми.

Пример тому : Двумерная случайная величина заданная равномерно в круге

F(x,y)=
[image: image748.wmf]1
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Для этой величины были найдены законы распределения

[image: image749.wmf]1
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[image: image750.wmf]2
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Очевидно, что для каждой точки внутри круга 

f(xy)
[image: image751.wmf]¹

f(x)f(y) 
[image: image752.wmf]Þ

 x и y зависимы

Вычислим корреляционный момент этой величины по формуле

Kxy= M(xy)- mxmy    =
[image: image753.wmf]ò
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 (т.к mx=0 my=0,т.к распределение симметрично    )

Т.к положительному x соответствует такой же отрицательный  и положительному y соответствует так же отрицательный y; величины зависимы, но не коррелируются.

Из определения корреляционного момнента следует что размерность корреляции

[Kxy]=[x][y]
Кроме того, может так получится, что (x-mx) или (y-my) оказываются малыми,

Kxy   оказывается близким к нулю,что не является характеристикой малой корреляции

rxy =
[image: image754.wmf]y
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-коэффициент корреляции(безразмерная величина)

имеет место утверждение:

1. об ограниченности коэффициента корреляции

 для любых зависимых…. x и y  
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 доказательство:

рассмотрим вспомогательную величину 
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Раскроем скобки
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2 
[image: image758.wmf]±

 2 rxy 
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2. если x и y связаны линейной зависимостью

 I=Ax+B, то  
[image: image761.wmf]1
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 (и наоборот)

rxy= M(x-mx )(Ax+B-ABx-B)=AM(x-mx)2=ADx 

rxy =
[image: image762.wmf]1
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Если А>0 –то rxy=1,если A<0 – то rxy=1

ВЫВОДЫ:

1.Коэффициент корреляции служит характеристикой линейной зависимости между x и y: чем
[image: image763.wmf]1
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,тем сильнее сказывается линейная зависимость между x и y
2.Чем ближе rxy к нулю, тем меньше проявляется корреляция между x и y (в некоторых случаях считают что x и y независимы)

3.Если rxy  положительный, то говорят о положительной корреляции

§7.Линейная среднеквадратическая регрессия.

Рассмотрим двумерную случайную величину (x,y) и предположим что y можно приблизить 
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     ,где α,β-коэффициенты корреляции

Эти коэффициенты находят из условия минимизации этой величины
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α,β находятся по методу наименьших квадратов и в этом случае 
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Регрессия-это зависимость среднего значения какой-либо величины то другой величины

Теорема «О линейной среднеквадратической регрессии»
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План доказательства
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коэффициенты α и β находят из условия
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[image: image770.wmf]x
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Нетрудно убедиться, что регрессия 
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изображается прямыми, проходящими через общую точку  (mx,my).Эти прямые совпадают только в том случае, если x и y связаны линейной зависимостью
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-среднеквадратическая регрессия y на x
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[image: image776.png]IDas




Если x и y не коррелируются rxy =0 ,следовательно 
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 две перпендикулярные прямые
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Если x и y связаны точной линейной зависимостью, то 
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чем ближе эти прямые, тем сильнее проявляется линейная зависимость между x и y
[image: image783.png]


 

Для подсчета ошибки предполагаемой в линейной зависимости вычисляют так называемую остаточную регрессию
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подставив сюда найденные  α и β = 
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[image: image786.wmf])
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-остаточная дисперсия, она равна нулю при точной линейной зависимости и близка к нулю при сильном влиянии линейной зависимости

§8.Линейная корреляция.

Введем понятие условного математического ожидания:

ДДСВ:
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НДСВ:
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Условные математические ожидания называют регрессией. Если эти регрессии линейные функции, т.е.
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то говорят, что x и y связаны линейной корреляцией.

Можно доказать, что линейные регрессии 
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 совпадают с линейными среднеквадратическими регрессиями, т.е 
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Если условные математические ожидания представляют собой линейные функции, то их графики совпадают с прямыми среднеквадратических регрессий. В этом случае говорят о линейной корреляции между x и y.

При линейной корреляции необязательна между x и y линейная зависимость, но их условные математические ожидания выражаются линейной зависимостью от x.

Регрессия-зависимость некоторых средних величин от других случайных величин.

теорема о линейной корреляции нормально распределенной двумерной случайной величины 

если для ДДСВ имеет место нормальный закон распределения, то между ее составляющими существует линейная корреляция. 
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